
PRZYKŁAD 1.

Sporządźmy wykres funkcji f(x) = 2|x − 2|, x ∈ R.

Wzór funkcji f możemy zapisać następująco: 
f(x) = |2x − 4|, x ∈ R
Z definicji wartości bezwzględnej mamy 

|2x − 4| =

{
2x − 4 dla x � 2
−2x + 4 dla x < 2

więc dla x � 2 wartości funkcji f(x) = 2|x − 2| odpowiadają
wartościom funkcji g(x) = 2x − 4, a ich wykresy się pokrywają.
Dla x < 2 wartości funkcji f odpowiadają wartościom funkcji
h(x) = −2x + 4.
Wykresy funkcji f i g są symetryczne względem osi x dla x ∈ (−∞; 2), natomiast wykresy
funkcji f i h są symetryczne względem osi x dla x ∈ (2; +∞).

ĆWICZENIE 1.

Naszkicuj wykres funkcji i podaj jej podstawowe własności.
a) f(x) = |−x + 4| b) g(x) =

∣∣x3
∣∣

c) h(x) =
∣∣∣2

x

∣∣∣ d) k(x) =
∣∣√x

∣∣
PRZYKŁAD 2.

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji y = f(x). Naszkicujmy wykres funkcji
g(x) = |f(x)|. Na podstawie wykresów funkcji f i g porównajmy własności tych funkcji.

Wykres funkcji y = |f(x)| otrzymujemy przez:
� pozostawienie bez zmian tej części wykresu funkcji f, która znajduje się nad osią x

oraz na osi x,
� odbicie symetryczne względem osi x tej części wykresu funkcji f, która znajduje się

pod osią x.
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PRZYKŁAD 3.

Sporządźmy wykres funkcji g(x) = |f(x)|, gdzie f(x) =
2

x − 1
− 3. Na podstawie wykresu

funkcji g wyznaczmy, dla jakich wartości parametru k równanie g(x) = k − 2 ma dwa roz-
wiązania różnych znaków.

Wykres funkcji f otrzymujemy po prze-
sunięciu wykresu funkcji y =

2

x
o wek-

tor [1, −3].
Następnie szkicujemy wykres funkcji
g(x) = |f(x)|.
Zauważmy, że równanie g(x) = m ma
dwa rozwiązania różnych znaków dla
3 < m < 5. Zatem 3 < k − 2 < 5,
a stąd 5 < k < 7.

ĆWICZENIE 2.

Na podstawie wykresu funkcji g z przykładu 3. wyznacz, dla jakich wartości parametru k
równanie g(x) = k + 2 ma dwa rozwiązania dodatnie.

Funkcja y = |f(x)| ma taką samą dziedzinę i miejsca zerowe co funkcja f.

y = f(x)
� Df = 〈−5; 2) ∪ (2; 7〉
� Zwf = 〈−3; 3〉
� Miejsce zerowe x = −3. 
� Funkcja jest malejąca w przedziale
〈−5; −1〉, rosnąca w przedziałach 〈−1; 1〉
oraz 〈4; 7〉, stała w przedziałach 〈1; 2)

oraz (2; 4〉.

g(x) = |f(x)|
� Dg = 〈−5; 2) ∪ (2; 7〉
� Zwg = 〈0; 3〉
� Miejsce zerowe x = −3. 
� Funkcja jest malejąca w przedziałach
〈−5; −3〉 oraz 〈−1; 1〉, rosnąca
w przedziałach 〈−3; −1〉 oraz 〈4; 7〉,
stała w przedziałach 〈1; 2) oraz (2; 4〉.
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ĆWICZENIE 3.

Dana jest funkcja f(x) = |x − 3| − 2. Dla jakich wartości parametru k równanie
|f(x)| = k + 1 ma:
a) dwa rozwiązania różnych znaków,
b) cztery rozwiązania dodatnie?

PRZYKŁAD 4. 

Sporządźmy wykres funkcji:
a) f(x) =

∣∣|x + 3| − 2
∣∣, b) f(x) = |x + 2| + |x − 1|.

a) Szkicujemy wykres funkcji pomocniczej g(x) = |x|,
a następnie wykonujemy kolejne przekształcenia tego
wykresu.
1. Wykres funkcji g przesuwamy o wektor [−3, −2]

i otrzymujemy wykres funkcji h(x) = |x + 3| − 2.
2. Część wykresu funkcji h znajdującą się pod osią x
przekształcamy w symetrii względem osi x i otrzymuje-
my wykres funkcji f.
b) Korzystamy z definicji wartości bezwzględnej liczby.
Rozpatrujemy funkcję f w przedziałach:
� (−∞; −2)

f1(x) = (−x − 2) + (−x + 1) = −2x − 1

� 〈−2; 1)

f2(x) = (x + 2) + (−x + 1) = 3

� 〈1; +∞)

f3(x) = (x + 2) + (x − 1) = 2x + 1

Szkicujemy wykresy funkcji f1, f2, f3 w odpowiednich przedziałach, w wyniku czego
otrzymujemy wykres funkcji f w zbiorze R .

1. Dany jest wykres funkcji y = f(x), x ∈ R. Naszkicuj wykres funkcji y = |f(x)|. Porównaj
własności funkcji y = f(x) oraz y = |f(x)|.
a) b)

Z A D A N I A
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c) d)

2. Naszkicuj wykres funkcji y = |f(x)|, x ∈ R. Podaj dziedzinę, zbiór wartości oraz miej-
sca zerowe funkcji f i y = |f(x)|.
a) f(x) = −2x + 1 b) f(x) =

2

3
x − 2

c) f(x) = x2 + 3 d) f(x) = |x| − 4

3. Skorzystaj z wykresu funkcji f i naszkicuj wykres funkcji g. Podaj dziedzinę, zbiór
wartości oraz miejsca zerowe funkcji f i g.
a) f(x) =

√
−x, g(x) =

∣∣√−x
∣∣ b) f(x) = −(x − 1)3, g(x) =

∣∣−(x − 1)3
∣∣

c) f(x) =
1

x2
, g(x) =

∣∣∣ 1

x2

∣∣∣ d) f(x) =
−2

|x| , g(x) =
∣∣∣− 2

|x|

∣∣∣
4. Funkcja f jest malejąca w przedziale (−∞; −3〉, stała w przedziale 〈−3; 4〉 i rosnąca

w przedziale 〈4; +∞). Jej miejscami zerowymi są x = −5 i x = 6. Określ monotonicz-
ność funkcji g.
a) g(x) = f(x − 3) b) g(x) = |f(x)|
c) g(x) = |f(x − 3)| + 2 d) g(x) = −|f(x)|

5. Funkcja f dla x = 3 przyjmuje najmniejszą wartość y = 2. Dla jakiego argumentu funk-
cja g przyjmuje najmniejszą (lub największą) wartość? Podaj najmniejszą (lub najwięk-
szą) wartość funkcji g.
a) g(x) = f(x + 4) b) g(x) = |f(x + 4)| − 2

c) g(x) = 3 − |f(x)| d) g(x) =
∣∣2 − |f(x)|

∣∣
6. Naszkicuj wykres funkcji g(x) = |f(x)|, jeżeli:

a) f(x) = 3
√

x, b) f(x) = x3 − 1,
c) f(x) =

√
x − 4, d) f(x) = |x| − x,

e) f(x) = x − 2|x|, f ) f(x) = |x + 1| − |x|.

BANK ZADAŃ z. 227–230 » » »



Rozważ rodzinę wykresów funkcji f(x) = |x| + a, a ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
1. Przekształć kolejno wykres każdej funkcji f w symetrii względem prostej x = 2.
2. Odgadnij wzory funkcji, których wykresy otrzymałeś w wyniku symetrycznego odbicia

rodziny wykresów funkcji f względem prostej x = 2.
3. Zastanów się, w wyniku jakiego innego przekształcenia otrzymasz te wykresy.
4. Podaj wzór ogólny funkcji g, której wykres otrzymasz w wyniku symetrycznego odbi-

cia względem prostej x = 2 wykresu funkcji f, dla dowolnego a ∈ R.
W celu dokładnego zbadania problemu możesz posłużyć się kalkulatorem graficznym
lub odpowiednim programem komputerowym.

P R O J E K T

A GDYBY SPRAWDZIAN BYŁ TERAZ?

1. Narysuj wykres funkcji f(x) = |x + 4|, x ∈ 〈−5; 2〉, i wyznacz jej zbiór wartości.

2. Wykorzystaj wykres funkcji f(x) = x3 + 3, x ∈ R, i naszkicuj wykres funkcji
y = |f(x)| oraz y =

∣∣| f(x)| − 2
∣∣.

3. Na podstawie wykresu funkcji g(x) =
∣∣√x + 4 − 1

∣∣, x ∈ 〈−4; 5〉, podaj zbiór war-
tości funkcji g oraz przedziały monotoniczności.

4. Wyznacz zbiór wartości funkcji f(x) = |g(x)| − 2, jeżeli g(x) =
√

x − 1, x ∈ R.
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