4. Trygonometria, cze$é 2

Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata
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PRZYKLAD 1.
Obliczmy wartoSci funkcji trygonometrycznych kata a, jezeli punkt P = (4, 3) nalezy =
ramienia koficowego tego kata.

05 x, ramig koficowe kata oraz odcinek prostopadty do osi x YL
o koficu w punkcie P wyznaczajg trGjkat prostokatny. |

r=|0P|= /E+F <5 Lac il

ey l
Zatem sina =2 = 3, cosa =% =2 [y /
3 r O 1 i*{ a4 1.
y 3
tga====>.
g x 4
EWICZENIE 1.

Uzasadnij, ze dla kata o umieszczonego w uktadzie wspétrzednych stosunki 2, % 12 sz
oWl X

state i nie zalezg od wyboru punktu P = (x, y) na ramieniu koficowym kata.

OkreSlmy funkcje trygonometryczne dowolnego kata e, gdzie 0° < & < 360°.

Definicja
Niech P = (x, y) bedzie dowolnym punktem nalezacym

do ramienia koficowego kata ¢, réznym od punktu (0, 0).
Wéwczas:

sing = % cosa =7, gdzie r = \/x2 +2, OR %
!
tga=§,gdyx7£0.

P=(x)

EWICZENIE 2.

Oblicz wartoSci funkcji trygonometrycznych kata ¢, jezeli do ramienia koncowego tego
kata nalezy punkt: ‘

a) P=(4,06), b) P=(-5, 1),

c) P=(-2,-3), d) P=(6,-3)




4.2. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

- “mak wartosci funkeji trygonometrycznych danego kata zalezy od potozenia jego ramienia
Lancowego.

“zch punkt P = (x, y) bedzie punktem lezacym na ramieniu koncowym kata «,
“mieszezonego w uktadzie wspétrzednych.

Eli0° < a < §O°, tox >0,y > 0,zatem sina > 0,cosa > 0, tga > 0.
=5190° < a < 180°% tox < 0,y > 0, zatem sina > 0, cosa < 0,tga < 0.
=l 180° <@ < 270°, to x < 0,y < 0, zatem sina < 0, cosa < 0,tga > 0.

51270° < @ < 360°,tox > 0,y < 0, zatem sina < 0, cosa > 0, tga < 0.

¥ tabeli przypominamy warto$ci funkcji trygonometrycznych dla wybranych katéw, ktére
vty wyznaczane w klasie pierwszej. Miary katéw zostaty podane w stopniach i radianach.

o] 0° 30° 45° 60° 90 180°
~ sina 0 ! e e 1 0
| cosa 1 \? ‘/77 % 0 -1
o 0 \/?j 1 \/§ nie istnieje 0

: a [rad] 0 g g g g b1
PRZYKLAD 2.

Skorzystajmy z definicji i wyznaczmy wartosci funkeji trygonometrycznych kata
E— 270"

Ramig koncowe kata a pokrywa si¢ z ujemng pétosia osi y.

Zatem punkt P = (0, y), r = |OP| = |y| = —y. v
PR e ]
e — BV
B == 0
—— P=(0,)
tg270° = ot nieokreslony (nie istnieje)
CWICZENIE 3.

Skorzystaj z definicji i oblicz warto$ci funkcji trygonometrycznych kata 360°.




 PRZYKLAD 3.

| : ; ;s )
 Skonstruujmy taki kat , ze simna = g
i

| Poniewaz sina = 2, r > 0, zatem mozemy przyjac, ze

-
y = -2 oraz r = 3. KreSlimy okrag o Srodku w punkcie
O = (0, 0) i promieniu r = 3. Prowadzimy prost3
y = —2. Punkt przeciecia prostej i okregu nalezy do ra-
mienia koncowego kata. Otrzymujemy dwa katy spet-
niajace warunki zadania: kat ;; o ramieniu koncowym

OA~ ikat a; o ramieniu koncowym OB .

Jezeli 90° < B < 360° (g <p < 2n),to obliczenie warto$ci funkciji trygonometrycznych
dla kata B sprowadzamy do obliczenia odpowiednich wartosci funkcji trygonometrycznych
kata a, gdzie 0° < a < 90° (0 L < g> Stuza do tego wzory redukcyjne podane w ta-

beli, ktére konstruujemy wedtug reguty:

o kat  przedstawiamy w postaci: 90° a, 180" = a, 270° £ a, 360° —a, gdzie
0° < a < 90

o ustalamy znak wartoSci funkcji trygonometrycznej na podstawie znaku funkcji dla da-
nego kata B (w danej ¢wiartce uktadu wspétrzednych);

o jezeli przed &« wystepuje 180° lub 360°, to rodzaj funkcji si¢ nie zmienia;

o jezeli przed + a wystepuje 90° lub 270°, to funkcja sinus zamienia si¢ na cosinus, COSi-

. -1
nus — na sinus, tangens — na (tangens) .

i I ————————_ R R

i I ¢wiartka [T é¢wiartka i . III éwiartka IV ¢wiartka 7
90° - | 90° +a | 180° —a | 180° +a | 270° = | 270° + | 360° — «
!
| sinf3 cosa cos sinag ~ —-sina | —cosa | —cosa = —sina
|| |2 cosp sing | —-sina | —cosa —cosa | —sina | sina Yo
|
| ¢ i i ¢ ¢ L ik ¢
| gp tg o tg o et B4 tg o tg o —lek
| ~ —a Z+a | . e o =
B 5 5 T —a T+« Sn-a S ta 20—

| ‘ ' | *

Wzory redukcyjne mozna stosowaé jedynie dla tych katéw, dla ktorych istnieje wartoS¢ da-
| nej funkcji trygonometryczne;.
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4.2. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

.~ PRZYKLAD 4.

|
o

“Lorzystajmy ze wzoréw redukcyjnych i obliczmy wartosci funkcji trygonometrycznych. ‘
# sin 135° b) cos210° ) tg 16—171 3‘

© sin135° = sin(90° + 45°) = cosd5° = V2

my

V2

: |
15 sin135° = sin(180° - 45°) = sind5° = VTZ |
7 c0s210° = cos(180° +30°) = —c0s30° = — !
P b c0s210° = cos(270° - 60°) = — sin60° = —

|
- Ig£n=tg<%n+ﬁ>=——l—=—£ |
t

NG eIG

B 6 3 g;_r 3
ch Bb ol - ( _E)z_ Bl i
| ﬂD[g6Tc tg( 2n e tg6 5

“adane wzory redukeyine sa prawdziwe nie tylko dla kata ostrego a. Gdy « jest dowolnym
- ==m, obliczenie wartosci funkcji trygonometrycznych moze odbywac¢ sie w kilku eta-
22ch. Na przyktad:

B(180° - 175°) = ~tg175° = —tg(180° - 5°) = tg 5°.

- praktyce, aby eliminowa¢ kilka etap6w przeksztatcen, katy przedstawiamy w postaci
Sk £ 90° +qa,gdzie0° <a < 90% ke C

~miewaz potozenie ramion w kacie skierowanym 8 = 360° + a, gdzie 0° < a < 90°, jest
~=ntyezne jak w kacie «, wiec wartoSci funkcji trygonometrycznych kata 5 sa réwne
“amosciom funkcji trygonometrycznych kata c. Uog6lniajac: wzory redukcyjne sg praw-
“=we dla kazdego kata f = k - 360° +a, gdzie 0° < ¢ < 90° i k ¢ C.

~“=finiowanie funkcji trygonometrycznych dla zmiennej rzeczywistej x pozwala na
= - “wierdzenie, ze poznane w klasie pierwszej zwigzki trygonometryczne dla danego ka- |
== (0° 180°) sg réwniez prawdziwe dla zmiennej rzeczywistej x.

bem x+ cos?x = 1 dlaxeR

ey S0X dlaxeR\{E+kn, keC}
¢ d= cosx 2

=cf’—s)’: dlax € R\ {kn, k € C}

52(90° - 135°) = cos 135° = cos (90° + 45°) = — sin45°, |
- 55(90° + 120°) = c0s120° = cos (180° - 60°) = — cos60°, 1
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4. Trygonometria, czgs¢ 2

AN @ 88 6 & ¢ 6 5
% 1. Na ramieniu koficowym kata & obrano punkt P = (x, y). Wskaz zdania prawdziwe.

A Jesli P= (1, 4), to sina = 217 cosa = T iga=4.

B. Jesli P = (-3, 2),to sina = g%,cosa = —%?,tga = —%.
C. Je§li P = (=5, —4), to sina = —4%—1, cosa = —%ﬁ, tga=-1,

D. Jedli P = (6, -3),to sina =—?,cosa = #,tga =—%.

2.7buduj taki kat a, ze:
= 3 i s
a) cosa = = b) tga T ¢) sina 3

3. Uzupelnij tabele.

a 135 B0e 200 1225 [2A0 | 8000 | 3168 | 3308
sina
cosa
tga
3 5 i 11
a ZJ’E gJ'l? gﬂ ZJ'IZ 5.’7!3 é-ﬂ', ZJ’B —6'—313

4. Skorzystaj z tozsamosci sin® @ + cos’a = 1 1 wyznacz wartoSci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata c, jesli:

a) sina = % 90° < a < 180°,

b) cosa = —%, 180° < a < 270°,
) tga=-2, 90° < a < 180°.

5. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych.

a) sin480°,cos420°  b) tg390°, tg660° ¢) cos % tg 97
6. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
a) 2sin 3% +/2cos 2F - tg . b) 2sin780° + cos 1035° + 3 tg 405°

BANK ZADAN z. 131-136




4.2. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

: 9n__£ T 1
A.st_ = B.cos3 =5
C. 5in390° = > D.tg750° = \/?3

2. Oblicz wartoSci pozostatych funkeji trygonometrycznych kata a, jezeli cosa = —%
e (g n).

3. Podaj wartosci funkcji trygonometrycznych kata e, jezeli do jego ramienia koncowego
nalezy punkt P = (-4, -3).

4. Podaj miary trzech réznych katéw, ktérych warto§é funkcji:
V3

: : ; — .
a) sinus wynosi = b) cosinus wynosi = c) tangens wynosi \/§ :

5.Zbuduj kat ¢, jesli wiesz, ze sina = —%. Oblicz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych tego kata.

7 179 = 4
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