- 4. Wektory
R

3 Dzialania na wektorach
4 " na plaszczyznie

PRZYKLAD 1.

Karol i Bartek zaplanowali wspdlny biwak. Wyruszyli z tego samego miejsca, lecz kazdy
z nich postanowit przyby¢ na miejsce noclegu inna droga i w inny sposéb. Karol dotart pie-
szo do przystani nad rzekg, a nastepnie podrézowat kajakiem. Droga do przystani wynosi-
ta 3 km i prowadzita na pétnoc. Kajakiem przeptynat 6 km w kierunku wschodnim. Bar-
tek natomiast na miejsce biwaku przyjechat bezposrednio rowerem. Jakg droge przejechat
Bartek?

Przedstawmy powyzszg sytuacje na rysunku i opiszmy ja za pomocg wektoréw.

k

e
=

6 km

il

3 km

=~

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

p — droga Karola pokonana pieszo,

k- droga Karola pokonana kajakiem,

7 — droga, ktéra Bartek przejechat rowerem,

O wektorach B, k, 7 napiszemy, ze  + k = 7.

Dtugos¢ drogi, Jakq pokona{ Bartek, mozemy obliczy¢ za pomoca tW1erdzen1a Pitagorasa.

712 = B> + k%, 7] = /32 +62 = /45 ~ 6,7 [km]

Bartek przejechat rowerem okoto 6,7 km.

PRZYKLAD 2.
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Opiszmy dodawame dowolnych wektoréw v, w, u.

X
W dowolnym punkcie A na p{aszczyinie / : .
oV
B :

zaczepiamy wektor réwny WektorOW1 V.
Wektor AB = V. Koniec wektora AB musi

by¢ poczatkiem wektora réwnego wekto-
rowi w. Stad BC = w. Wektor % zacze-
piamy tak, zeby jego poczqtklem byt 4
punkt C. Stad wektor CD = i. Wektor
AD jest suma wektoréw Vv, w, u, czyli :
AD=7 +W+17. D
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4.3. Dziatania na wektorach na plaszczyZnie

~ CWICZENIE 1.

- W mwno]egioboku ABCD punkt 0 Jest punktem przem@ma przekqtnych Wyznacz sumy
: ﬁektorowAB+BC AD+DC AO + OB, AO + OC, AC + CB.

PRZYKLAD 3.
- Dane sa wektory v i w. Wyznaczmy ich:
2l sume, b) réznice.
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& Zauwazmy, ze dwa niezerowe i nieréw-
wolegle wektory vV i w zaczepione w jednym
sunkcie wyznaczajg réwnolegtobok ABCD.

h suma V+wW=AD+AB=AD+DC =
EAC, czyli jest wektorem wyznaczonym
=rzez kofice przekatnej AC. 4
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1 Zauwazmy, ze réznicg wektoréw v i w mozemy zapisac jako sume wektora v i wekto-
b N " 2 - T —— — —_— —_— .

=2 przeciwnego do wektora w. Poniewaz v =AD = BC oraz w = AB = DC, wiec
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y—w=V+(-w)=BC+ CD =BD.
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Popatrzmy na réwnolegtobok ABCD wyznaczony przez wektory v i w. Sume wektoréw
wyznaczaja kofice przekatnej AC réwnolegloboku, czyli v+ W = AC, a réznice — kofice
przekatnej BD, V — W = BD. Taki sposob dodawania dwéch wektoréw, jaki przedstawiono
w punktach a i b, nazywamy metoda réwnolegloboku.

PRZYKLAD 4.

Punkty A, B, C D sg wierzchotkami pewnego czworokata. Uzasadnijmy, ze
AD-BD = AB.

Zaznaczmy na rysunku odpowiednie wektory. i

Zauwazmy, ze wektor —BD = DB, mamy wiec C
AD-BD =AD + DB = AB. Zatem uzasadniliSmy, ze

AD - BD = AB.
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CWICZENIE 2.

Wyznacz brakujacy wektor ¥ tak, aby spetniony byt warunek:
a) b)
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PRZYKLAD 5.

Wioslarz ptynie z predkoseia viy = 5 km/h. Predkos¢ nurtu rzeki jest réwna vy = 2 km/h.
Wyznaczmy, z jaka predkoscig ptynie wioglarz z pradem rzeki, a z Jaka predkoscig — pod
prad. Jako punkt odniesienia przyjmijmy brzeg rzeki.

W celu rozwigzania tego problemu
obie sytuacje.

1) Jesli wioSlarz plynie z pradem rzeki, to oba wektory —
wioslarza — maja ten sam kierunek i ten sa

ptynie wioslarz, wynosi 2 km/h + 5 km/h

postuzymy sie wektorami. Przedstawmy graficznie

m zwrot. Zatem predkos¢, z jaka rzeczywiscie
=7 km/h wzgledem brzegu rzeki.
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2) Gdy wioslarz ptynie pod prad, wektory ilustrujace obie predkosci majq takie same kierunki,

ale przeciwne zwroty. Zatem wioslarz plynie z predkoscig 5 km/h — 2 km/h = 3 km/h
wzgledem brzegu rzeki.
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CWICZENIE 3.

Okres] rezultat dziatania sit na punkt P,

2 b) 4N
9N I2N I3N
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PRZYKLAD 6.

Dany jest wektor . Wyznaczmy wektor 2i5. 7\;/7

Wektor 2 przedstawimy jako sume w+ w = 2,

Wektor AB = i wektor BC = . Wektor AC = 2i.
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4.3. Dziatania na wektorach na plaszczyZnie

~malogicznie wyznaczymy wektory 3w, 4w, ..., nw, gdy n jest liczba naturalng dodatnia.
“ckior nw, gdy n € N,, ma ten sam kierunek i zwrot co wektor w. Dlugosé¢ wektora
W jest réwna n|w|.

| CWICZENIE 4.

“unv jest wektor w . Wyznacz wektor:
2 4w, b) -3w.
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CWICZENIE 5.

“oisz, jak wyznaczyé wektor nw, gdy n € C_. Jaki kierunek i jaki zwrot ma wéwczas
- wekior niw? Jaka dtugo$é ma wektor nw?

PRIYKLAD 7. B
Jkany jest wektor AB. Wyznaczmy wektory:
&) élﬁ 5 b) %Zg : A

+ Wyznaczmy punkt C poprzez narysowanie symetralnej odcinka AB. Wektor AC ma ten

“=m kierunek i zwrot co wektor AB, a jego dugo$¢ jest réwna % AB|.
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= Wyznaczmy taki punkt D, ze AD = %ﬁ Pierwszym krokiem bedzie powtdrzenie
- ~mvnnoscei z punktu a. Nastepnie rysujemy symetralng odcinka CB i otrzymujemy punkt D.

- — . . e : £ x 8 4 D
~ektor AD ma ten sam kierunek i zwrot co wektor AB, a jego dtugo$¢ jest réwna %AB.

CWICZENIE 6.

“arysuj dowolny wektor w o dhugo$ei 6 cm. Wyznacz wektor v i podaj jego dtugosé.

D= -7 b)ﬁ:iw




4. Wektory

ZXpENIAST T 8 P D

1. Punkty A, B, C, D s3 wierzchotkami czworokata przedstawionego na rysunku. Podaj
nazwe wektora bedacego wynikiem opisanego dziafania. ; B
a) AB + BC b) AB + BD C
c) CD + DA d) BC-DC
e) AB +BC + CD f) AD - CD - BC

2. Tréjkaty ABC i DEF sq takimi tr6jkatami rownobocznymi, ze DF||AB.
Wyznacz wektor: C
a) AF za pomocg wektoréw, wsrdd ktérych jednym
ze sktadnikéw jest wektor AC ; D F
b) AE w zaleznodci od wektoréw AC i EE‘, \ /"/
c) AB w zaleznoici od wektoréw AF i EC. A E B
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3. Dane sg wektory 7, u, v, w. ?T u Y /
e T
Wyznacz wektor:

a) +V—W+1, b) 2(i - 7), «¢) 2ii- 27

4. Dane sg wektory v i 4. / \ff

Znajdz taki wektor 7, dla ktdrego jest spetniony warunek 2V + 7 + 7 = O.

BANK ZADAN z. 209-211

1. Punkty P, Q, R sa srodkami bokéw odpowiednio AB, BC i AC trjkata réwnobocz-
nego ABC. Wektory PRi P_Q ptzedstaw w zaleznosci od wektoréw AB i BC.

2. Dane sg wektory v, i . - = 2
Wyznacz wektor 7 = 37 — 2ii. = /
3. Dany jest wektor AB. Wyznacz taki punkt C, ze:
a) AC = -1 AB, b) AC = 24B.




